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Funcao Exponencial: uma proposi¢cao de tarefas matematicas

Resumo: O objetivo deste trabalho foi propor tarefas matematicas
envolvendo a funcdo exponencial com o emprego do software
GeoGebra. Para isso, fundamentou-se no debate sobre tarefas
matematicas de Jodo Pedro da Ponte e na Teoria dos Registros de
Representagao Semidtica. Esta € uma pesquisa qualitativa explicativa
quanto a seus objetivos e bibliografica quanto aos seus procedimentos.
A constru¢do da proposta passou pela elaboracdo e adaptagdo das
tarefas por meio de testagem no GeoGebra, seguida pela composi¢do
das orientagdes didaticas ao professor. O GeoGebra se mostrou um
recurso didatico adequado a proposicao de tarefas sobre fungdes do tipo
exponencial por possibilitar um cardter experimental a aula, o que
podera conceber ao estudante do Ensino Médio a autonomia no estudo
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Exponential Function: a proposal for mathematical
tasks

Abstract: The purpose of this work has been to propose mathematical tasks involving the
exponential function using the GeoGebra software. Thus, it has been based on the discussion
about mathematical tasks by Jodo Pedro da Ponte and the Theory of Semiotic Representation
Registers. This is a qualitative explanatory research as regards its aims and it has been based
upon bibliographical survey and assessement of the sources. Its development has involved the
elaboration and adaptation of tasks through testing in the GeoGebra, followed by the writing of
a set of didactical guidelines to teachers. The GeoGebra has been proved to be a suitable
didactical resource for proposing tasks on exponential functions by enabling an experimental
character in the classroom, which could provide High School students with autonomy in
studying this mathematical concept.

Artigo

Keywords: Exponential Function. GeoGebra. Mathematical Tasks. Semiotic Representations.
Funcion Exponencial: una propuesta de tareas matematicas

Resumen: El objetivo de este trabajo fue proponer tareas matematicas que involucraran la
funcioén exponencial utilizando el software GeoGebra. Para ello, se fundament6 en el debate
sobre tareas matematicas de Jodo Pedro da Ponte y en la Teoria de los Registros de
Representacion Semiotica. Esta es una investigacion cualitativa explicativa en cuanto a sus
objetivos y bibliografica en cuanto a sus procedimientos. La construccién de la propuesta
implico el desarrollo y la adaptacion de tareas mediante pruebas en GeoGebra, seguido por la
elaboracidon de orientaciones didacticas para el profesor. GeoGebra demostrd ser un recurso
didactico adecuado para proponer tareas sobre funciones exponenciales al permitir un caracter
experimental en la clase, lo que podria brindar autonomia a los estudiantes de Secundaria en el
estudio de este concepto matematico.

Palabras clave: Funcion Exponencial. GeoGebra. Tareas Matematicas. Representaciones
Semidticas.

Educagdo Matematica Debate, Montes Claros, v. 8, n. 14, p. 1-26, 2024 1


https://doi.org/10.46551/emd.v8n14a01
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.pt_BR
https://orcid.org/0000-0003-4144-433X
mailto:ferreirarodrigosan@gmail.com
https://orcid.org/0000-0003-0303-8656
mailto:andre.pcosta@outlook.com

Educacgéo

Matematica
Debate

1 Introducio'

O conceito de fungdo ¢ um dos objetos matematicos mais explorados na Educacdo
Basica. Apesar de que o trabalho mais sistematico com o ensino do conteudo ocorra no Ensino
Meédio, a BNCC (Brasil, 2017) refor¢a que sua nogao intuitiva pode ser explorada ainda no
Ensino Fundamental, por meio de tarefas simples, envolvendo a relacdo entre variagdes
proporcionais de grandezas — como, por exemplo, na comparagdo das medidas de aguicar para
se produzir uma determinada quantidade de suco.

Com relagdo a fungdo exponencial, alguns pesquisadores e professores relatam, no
entanto, dificuldades dos estudantes ja no Ensino Médio em compreender o conteido no que
diz respeito a aspectos como: reconhecé-la em duas representacdes distintas e até
operacionaliza-la em sua forma algébrica (Santos e Bianchini, 2012; Silva, 2016; Coelho, 2016;
Silva e Lazzarin, 2018; Goldone, 2019; Silva, Prando e Gualandi, 2020). Além da fun¢do
exponencial, definida algebricamente por f(x) = a* com a > 0, existem as chamadas fungdes
do tipo exponencial dadas por g(x) = b - a®* + d que serdo discutidas neste artigo. Apesar de
ndo atenderem a todas as caracteristicas e propriedades da fun¢do exponencial, este tipo de
fun¢do tem sua relevancia marcada, principalmente, pela manipulagdo de seus coeficientes
permitir um estudo mais global do comportamento exponencial (Faria, Souza Junior e Cardoso,
2016). Na perspectiva das representagdes semioticas, o grafico de g possui quatro
configuracdes visualmente distintas, conforme ilustrado no Quadro 1.

Do ponto de vista didatico, Piano (2016) refor¢a que o conceito de fungdo exponencial
¢ corriqueiramente prejudicado no curriculo escolar, no qual os estudantes apresentam intimeras
dificuldades de aprendizagem. Para o autor, tais dificuldades emergem muitas vezes, do tempo
insuficiente para uma boa abordagem/exploragdo do conceito em sala de aula, que acaba sendo
preterido em relagdo aos demais modelos de funcdes.

De todo modo, no mesmo grupo das fungdes afins e quadraticas, a fun¢ao exponencial
¢ um dos modelos mais discutidos no Ensino Médio (Lima, 2013), podendo tal recorréncia ser
justificada por suas inimeras aplicagdes como modelo de descrigao, previsao e analise de uma
série de fendmenos naturais tais como 0 montante em juros compostos, variacao de temperatura,
curvas de aprendizagem, a pressdo atmosférica e o crescimento/reproducao de bactérias e virus
— como o comportamento pandémico da Covid-19 em fun¢do do tempo.

No entanto, corroborando com a constatacdo de Piano (2016), dados de avaliagdes
nacionais revelam um baixo desempenho dos estudantes nos niveis progressivos de
proficiéncia® que exigem competéncias sobre fungdes exponenciais. O Sistema de Avaliagdo da
Educagao Bésica — SAEB (Brasil, 2019) revela que apenas 1,11% dos estudantes do Ensino
Médio do Brasil alcangaram o nivel 7 no qual encontra-se a habilidade de resolver problemas
envolvendo as fungdes exponenciais. Neste mesmo nivel, na Bahia, chegaram 0,57% e na
cidade de Barreiras (BA) — onde residem, trabalham e pesquisam os autores deste artigo — o
numero cai para 0,24%. Com relagdo ao nivel 9 que contempla a habilidade de determinar a
expressao algébrica de uma fun¢do exponencial a partir de um texto ou grafico, o alcangaram

1 Este artigo compde a dissertagdo de mestrado defendida no Programa de Pos-Graduagdo em Matematica
(PROFMAT) da Universidade Federal do Oeste da Bahia (UFOB), organizada em formato multipaper, escrita
pelo primeiro autor e orientada pelo segundo autor.

2 “Os resultados dos testes de aprendizagem realizados s3o apresentados em uma escala de proficiéncia, composta
por niveis progressivos e cumulativos, da menor para a maior proficiéncia. Significa dizer que quando um
percentual de estudantes esta posicionado em determinado nivel da escala, pressupde-se que, além de terem
desenvolvido as habilidades referentes a este nivel, provavelmente também desenvolveram as habilidades
referentes aos niveis anteriores” (Brasil, 2019).
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apenas 0,07% no Brasil, 0,03% na Bahia e 0% em Barreiras.

Quadro 1: Representagdes grafica visualmente distintas de f(x) = b - a“* + d

Caso0l:b>0,a>1ec>00u Caso002:h<0,a>1ec>0o0u
b>0,0<a<lec<0 b<0,0<a<lec<O
4 4
3 3
2 2
________________ g m - ez A ——————
-3 -2 -1 (] 1 2 3 ; -3 -2 -1 (] 1 2 3
1 -
-2 -2
3 -3
Caso03:b>0,0<a<lec>0o0u Caso04:h<0,0<a<lec>0o0u
b>0,a>1ec<0 b<0,a>1lec<0
f
4 4
3 3
2 2
________________ g T ———— e ——
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 - 0 1 2 3
1 £
-2 -2
3 -3

Fonte: Elaboragao propria

Com base nesses dados, conjecturamos que uma das justificativas para tal baixo
rendimento, € conforme ja citado por Coelho (2016), € o défice de tempo que este tema sofre
no curriculo escolar ou, at¢ mesmo, a dificuldade do professor em ensina-lo. Nessa direcdo,
Santos e Bianchini (2012) evocam a necessidade de diversificagdo das metodologias por parte
do professor, alegando que apenas o uso do livro didatico ndo supre as necessidades dos
estudantes frente a este conteido, e indicam o software GeoGebra como um importante
instrumento de mediagao.

Neste contexto, as Tecnologias Digitais de Informac¢ao e Comunicagao sao, por sua vez,
recursos com ampla discussdo entre pesquisadores da Educacdo Matematica, que podem
contribuir na superagdo desses problemas relativos ao ensino de funcgdes exponenciais. Os
softwares provenientes da Matematica e, em especial da Matematica dinamica, tais como o
GeoGebra, tem como carateristicas gerais o fato de concederem a aula de Matematica
possiblidades de manipulagdo, interagao e analise simultaneas de um dado objeto matematico,
em especial as fungdes.

E importante frisar a necessidade de capacitagdo didatica e técnica do professor acerca
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do uso de um determinado recurso tecnoldgico, para que realmente seja possivel explorar as
possibilidades didaticas dessa metodologia. Muitos professores, apesar de reconhecerem a
importancia de tais ferramentas e, em alguns casos, afirmarem que os empregam em sala de
aula, contudo, possuem uma visdo superficial e limitada da sua utilizacdo didatica, que ndo os
permitem realizar exploragdes mais eficientes em sala de aula (Carvalho, 2017).

Usar um projetor multimidia, uma apresentacdo em slides ou o proprio GeoGebra,
esporadicamente, sem planejamento e dominio didatico basico tanto sobre o programa quanto
sobre o proprio sistema operacional do computador, sdo casos que fragilizam a aula e podem
colocar o professor em situagcdo desconfortavel. Tal fato pode ser evidenciado, por exemplo,
quando surgir um problema técnico simples ou uma pergunta mais incisiva e complexa do
estudante sobre como usar um recurso Y para analisar um problema X.

Assim, o GeoGebra pode ser um importante recurso didatico em sala de aula, visto que
pode atribuir a aula de Matematica um carater experimental que permite aos estudantes a
comparagao, principalmente, das representagdes algébrica e grafica dos objetos matematicos
(Hohenwarter e Fuchs, 2004).

Alguns estudiosos no Brasil (Rezende, Pesco e Bartolossi, 2012; Santos e Bianchini,
2012; Silva, 2016; Faria, Souza Junior e Cardoso, 2016; Martins, Doering e Bartz, 2017; Sousa,
Viali e Ramos, 2017; Silva e Lazzarin, 2018; Goldoni, 2019; Ferreira e Pereira da Costa, 2021)
se dedicaram a pesquisar os efeitos didaticos de metodologias que combinavam o ensino da
funcdo exponencial associado ao uso do GeoGebra. Tais estudos explicitam que, de forma geral,
uma das principais caracteristicas do programa € o carater empirico que pode imprimir a aula,
instigando nos estudantes autonomia e a possibilidade de trabalho concomitante com as
multiplas representagdes da funcao.

Desta forma, o objetivo foi propor tarefas matematicas envolvendo as fungdes do tipo
exponencial com o emprego do software GeoGebra. Para isso, nos ancoramos nos estudos sobre
o conceito e classificacao de tarefas de Ponte (2005) e na Teoria dos Registros de Representagao
Semidtica de Duval (2017). O intuito foi evidenciar os aspectos didaticos que os professores
deverdo levar em conta, como o planejamento, leituras e competéncias técnico/didaticas, além
da forma como o software pode ser empregado de modo a explorar competéncias especificas
relativas as fungdes exponenciais.

2 Tarefas matematicas

Ponte (2005) ¢ um professor e pesquisador em Educagdo Matemadtica que dedica parte
de seus estudos a discussdo do conceito de tarefa, se preocupando com as formas de intervengao
e objetivos didaticos que geram, segundo o autor, exigéncias distintas a depender do contexto
educacional em questdo. De imediato, ¢ posto que a discussdo sobre as tarefas s6 € relevante
em um ensino que leve em conta o papel ativo dos estudantes, sendo que as tarefas sdo
elementos organizadores de sua atividade (Ponte et al., 2015). Uma tarefa ¢ uma ferramenta de
mediacao que pode ser formulada pelo professor e proposta ao estudante; ser conjecturada por
ele e discutida com o professor; ser proposta logo no inicio da aula ou ir se formulando ao longo
dela (Ponte, 2005).

De forma geral, uma tarefa ¢ um objetivo de uma a¢do, de uma atividade que, por sua
vez, remete aquilo que o estudante faz em um dado contexto, ou seja, uma tarefa pode gerar
diversas atividades. Para isso, € necessario levar em conta: a forma como foi proposta (no inicio
ou no fim, pronta ou formulada durante a aula); o perfil dos estudantes (se sdo mais
especulativos, por exemplo); o ambiente escolar e a propria experiéncia do professor (Ponte,
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2012a). Assim, por exemplo, a questdao 27 do capitulo 7 sobre fun¢do exponencial ¢ uma tarefa
e a forma como o estudante resolvera, as discussdes que ele fizer tanto com professor quanto
com seus colegas, os instrumentos que empregou — o GeoGebra, por exemplo — na resolugao
e a forma como justificou e interpretou sua resposta, tudo isso constitui uma atividade.

Definido o conceito de tarefa, Ponte (2005, 2012a) estabelece sua classificagdao e
tipologia com base em alguns aspectos. Os mais fundamentais sdo o grau de desafio e estrutura.
O primeiro remete a percepc¢ao de dificuldade que o estudante tera, frente a uma determinada
tarefa, e varia entre os polos elevado e reduzido. O grau de estrutura pode ser fechado — tanto
o que se pede, quanto as informagdes dadas na questdo sdo claras e objetivas, o estudante tera
a missao de aplicar de imediato algum conceito — e aberto — comporta alguma indeterminagao
nas informagdes do enunciado ou na resposta em si; o estudante, possivelmente, tera que fazer
analises, inferéncias, conjecturas mais profundas para encontrar a melhor forma de resolucao e
a resposta mais adequada. Com base nestes aspectos temos quatro tipos de tarefas, tal como
ilustrado no Quadro 2.

Quadro 2: Tipos de tarefas com base em seu grau de desafio e estrutura

Grau de desafio elevado Grau de desafio reduzido
Estrutura aberta Investigacdes Exploragdes
‘ Estrutura fechada Problemas Exercicios

Fonte: Adaptado de Ponte (2005, p. 8)

Mesmo com esta demarcacao, Ponte (2005) reforga, no que diz respeito ao grau de
desafio, que o principal fator que distingue uma investigacao de uma exploragao, e um problema
de um exercicio, € o fato de o estudante possuir ou ndo previamente as ferramentas — técnicas
e cognitivas — para a resolucdo da tarefa. Se ndo possuir, estara diante de uma questdo com
grau de desafio elevado, caso contrario, sera reduzido. E refor¢ada, entdo, a importancia da
bagagem epistemologica que o estudante traz de casa, fruto de suas experiéncias, bem como o
conhecimento produzido em outras disciplinas ou em outras séries € unidades, reforcando,
assim, o carater hierarquico e a transversalidade da Matematica.

Outro aspecto que Ponte (2005, 2012a) agrega para classificar as tarefas acima ¢ o
contexto que tem como extremos os polos realidade — uso das fungdes exponenciais na
Matematica Financeira, Biologia e Quimica, por exemplo — e Matematica Pura — operagoes
e demonstracdes com o emprego de técnicas e propriedades estritamente algébricas, por
exemplo. Skovsmose (2000) apud Ponte (2005) considera, ainda, um nivel intermediario dado
pela semi-realidade, na qual se enquadram aquelas tarefas que sdo pseudoreais, por serem
utopicas — um homem realiza um trajeto de carro que descreve perfeitamente a parabola a
seguir... — ou por descriminarem excessivamente algumas propriedades e fatores externos em
prol da interpretagdo e resolugao da questdao — ... calcule o tempo de percurso considerando
todo o trajeto retilineo, a velocidade constante e a viajem sem pausas ... —. Desta forma, temos
a Figura 1.

Realidade Semi-realidade Matematica Pura

»

Figura 1: Classificagdo das questdes por seu contexto (Ponte, Quaresma e Branco, 2011, p. 11)

Ponte (2005) reforca, ainda, que ndo € possivel associar um tipo de tarefa especifica a
um dado contexto, ja que € possivel haver problemas centrados na Matemadtica pura e exercicios
em contexto de realidade, por exemplo.
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3 Teoria dos registros de representacao semiotica

Esta teoria, idealizada por Duval (2012a), parte da premissa de que a aprendizagem em
Matematica passa, necessariamente, pela compreensdo e operacionalizacdo de representagoes.
Isso se justifica pela diferenca entre a Matematica e as demais areas do conhecimento cujos
objetos estudados sdo nao semidticos e, portanto, acessiveis por meio de instrumentos —
telescopio para a Astronomia, por exemplo. Os objetivos matematicos sdo semioticos, s6 sendo
possivel ter acesso a eles por meio de suas multiplas representagdes (Moretti, 2002; Duval,
2017; Pereira da Costa e Rosa dos Santos, 2020).

Nesse sentido, um objeto matematico pode ser a funcao exponencial, uma circunferéncia
ou 0 niimero um, ao passo que suas representagdes podem ser dadas por f(x) = a*, conjunto
dos pontos do plano equidistantes de um ponto fixo e log, 2, respectivamente. Entender esta
diferenca e saber lidar com ela ¢ uma tarefa necessaria e relevante para o professor de
Matematica. Sdo comuns as discussoes sobre estudantes que ndo reconhecem um determinado
objeto matematico em mais de uma representacdo (Santos, 2012; Silva, 2016), como, por
exemplo, ndo saber identificar a curva de crescimento de casos de Covid-19 como uma
representacdo do conceito de fun¢do exponencial, reconhecendo-a apenas por sua lei algébrica.
Outra situacao € que, por uma questao de otimizacao, ¢ mais facil usar o grafico de uma fungao
para fazer analises comparativas e projecdes do que sua forma algébrica, por exemplo.

De forma geral, ndo confundir um objeto matemdatico com sua representagao e
identificar este mesmo objeto em varias representagdes distintas gera o que Duval (2012a)
chama de paradoxo cognitivo. Antes de apresentar a solu¢ao dada por sua teoria para contornar
tal paradoxo, o pesquisador acrescenta, ainda, um terceiro fator na relagdo entre representante
e representado, as unidades significantes. Tais unidades sd@o os elementos caracteristicos de
cada representacao que carregam consigo um contetido préprio dotado de propriedades — tais
como variaveis, coeficientes, tragos, curvatura etc.

Ocorre que, em sala de aula, dar-se-4 mais atengdo as representagdes mentais —
conceito que um estudante tem sobre um objeto — do que as representagdes semidticas (Duval,
2012b; Hillesheim e Moretti, 2013). Para designar diferentes tipos de representagdes semidticas
na Matemadtica, Duval (2017), parafraseando Descartes, utiliza o termo registro dos quais
destacamos: a lingua natural, as escritas algébricas e numéricas — binaria, decimal e
fracionaria, por exemplo —, as e as representagdes graficas. No trabalho com fung¢des também
¢ comum o uso da representacao por tabelas, associando grandezas. O autor também aponta que
para ser considerado um sistema semidtico, o registro deve permitir trés atividades cognitivas
essenciais: a formagao de uma representacao identificavel, o tratamento e a conversao.

A formacao de uma representacao identificavel remete a um sistema semiotico dotado
de regras e propriedades que torne possivel seu reconhecimento e operacionalizagdo, como as
regras gramaticais para os sistemas de escritas e as geométricas para poligonos (Duval, 2012b).
Esta atividade cognitiva permite que sejam feitos os tratamentos.

O tratamento ¢ uma transformacao interna de um registro que esta condicionada a suas
regras. O calculo e a reconfiguragdo sdo exemplos de tratamentos dos registros algébricos e
geométricos, respectivamente (Duval, 2012b). Acontece que, em muitos casos, ndo basta
permanecer em um mesmo registro para se resolver um problema, como no caso em que €
necessario construir um grafico estatistico de uma série de dados postos em tabelas. Neste caso
temos uma conversao.

A conversdo ¢ uma transformagdo externa em que se transita de um registro a outro,
preservando a totalidade ou uma parte do conteudo da representagdo inicial (Duval, 2012b). O
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autor refor¢a que a conversao ¢ uma atividade cognitiva diferente dos tratamentos, pois muitos
estudantes podem, por exemplo, saber encontrar pontos cartesianos de uma fung¢ao exponencial
bem como, com seu grafico pronto, saber interpretar se ¢ crescente ou decrescente, mas sao
incapazes de associar o grafico com a expressao algébrica ou de compreender em que momento
um ¢ mais util que o outro e realizar essa transi¢ao, sem que lhes seja solicitado.

A conversdao tem seu valor, do ponto de vista didatico, por ser para o estudante um
instrumento que lhe permite fazer a escolha do melhor sistema para resolugdo de uma tarefa.
Para o professor, ¢ uma excelente ferramenta de analise que permite constatar se o estudante
entende o que ¢, por exemplo, uma fungdao exponencial ou se ele s6 a reconhece quando
apresentada algebricamente, com coeficientes especificos e usando os simbolos x e f(x) para
designar seu dominio e imagem. Talvez, isso ocorra por ndo ser explorada em atividades de
demonstragdo, operacionalizacdo e prova — na qual se sobressaem os tratamentos —, assim, a
conversao nao desperta tanta atengao (Hillesheim e Moretti, 2013).

Do ponto de vista do professor de Matematica que esta analisando a resolugdo de uma
tarefa desenvolvida por certo estudante, o que deve ser levado em conta? Quais critérios
deverdo ser considerados para analisar esta resolugdo e, antes disso, para elaborar esta tarefa?
Aqui surge a necessidade de compreensao do fenomeno da congruéncia semantica relacionado
a transi¢do entre registros de representacao.

A congruéncia semantica remete a associacdo das unidades significantes dos registros
de partida e de chegada referentes a um mesmo objeto matematico que pode ser trivial —
dizemos que ha congruéncia — ou pode exigir adaptagdes e interpretagdes para que isso seja
possivel — ndo ha congruéncia. Duval (2012b) estabelece trés critérios para que se possa
analisar a congruéncia entre dois registros, conforme apresentado no Quadro 3.

Quadro 3: Critérios de congruéncia semantica entre dois registros

Critérios Caracteristicas

A possibilidade de uma
correspondéncia semdntica de
elementos significantes

A cada unidade significante simples de uma das representa¢des pode-
se associar uma unidade elementar

A cada unidade significante elementar da representagdo de partida,
corresponde a uma unica unidade significante elementar no registro
da representacdo de chegada

A univocidade semdntica
terminal

As organizagoes respectivas das unidades significantes de duas
representacdes comparadas, conduzem apreender as unidades em
correspondéncia semantica, segundo a mesma ordem nas duas
representacdes. Este critério de correspondéncia, na ordem do
arranjamento das unidades que compdem cada uma das duas
representacdes, ¢ pertinente apenas quando estas apresentam o mesmo
numero de dimensdo

Fonte: Adaptado de Duval (2012b, p. 283-284)

A organizacio das unidades
significantes

E importante, desta forma, o professor ter atengdo com as tarefas desenvolvidas com os
seus estudantes, pois aquelas que exigem conversdes congruentes — como a constru¢ao do
grafico de uma fungdo, a partir de sua expressao algébrica — podem dar uma falsa impressao
de aprendizagem, quando, na verdade, ¢ o inverso (ndo congruente), que revela suas
dificuldades em reconhecer o mesmo objeto em duas representacdes distintas (Duval, 2005
apud Hillesheim e Moretti, 2013).

Em suma, a solucdo proposta por Duval (2012b) para o paradoxo cognitivo ¢
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condicionar a aprendizagem matematica a coordenacdo e reconhecimento, por parte do
estudante, de ao menos dois registros de e um mesmo objeto matematico. Existirdo indicios de
aprendizagem, por parte do estudante, quando ele souber transitar entre tais registros
(conversdo), reconhecendo a relagdo entre suas unidades significantes em situagdes quando ha
e, principalmente, quando nao ha congruéncia, sabendo executar as operacoes e transformacoes
internas de cada sistema semidtico (tratamentos).

4 Aspectos metodoldogicos

Esta ¢ uma pesquisa qualitativa, quanto a sua abordagem, pois ndo se preocupa com
representatividade numérica, mas sim com o aprofundamento da compreensao sobre os
objetivos estudados (Gerhardt e Silveira, 2009). Quanto aos seus objetivos, ¢ explicativa, pois
a principal caracteristica de tais pesquisas explicativas ¢ a identificagdo dos fatores que
determinam ou que contribuem para a ocorréncia de determinados fendmenos (Gil, 2002).

Nos concentramos em propor diferentes tarefas matematicas sobre o conceito de fungado
exponencial para serem trabalhadas no Ensino Médio — em situacdes reais de sala de aula.
Assim, foi dada énfase no que o professor deve planejar e antecipar € ao que se espera que o
estudante mobilize por meio de embasamento em materiais ja elaborados em termos de teorias
(representagdes semidticas e classificagdo das tarefas), ferramentas (GeoGebra) e demais dados
técnicos e cientificos (tarefas adaptadas de outros materiais e informacdes empiricas para
construg¢ao de modelos).

Apresentaremos exemplos dos quatro tipos de tarefas — exercicios, problemas,
exploragdes e investigagdes — discutidos por Ponte (2005). Para isso, nos norteamos nos
pressupostos da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica, no que diz respeito a
necessidade de coordenacdo de multiplos registros de um mesmo objeto, a relagdo de
congruéncia e aos comportamentos da fun¢ao exponencial discutidos no topico anterior. Com
relacdo a classificagdo das tarefas, apresentaremos as virtudes e cuidados que o professor deve
ter ao aplica-las, bem como os momentos convenientes para tal.

A finalidade ¢ que esta proposta seja um roteiro de aula para que o professor discuta o
conteudo de fungdes exponenciais, uma forma de facilitar e auxiliar seu trabalho por meio do
GeoGebra. Cientes de problemas tais como os citados por Piano (2016), com relagdo ao tempo
insuficiente para um trabalho bem desenvolvido e detalhado, nos basearemos em uma carga
horéaria de 06 horas/aula dedicados exclusivamente ao assunto.

As etapas deste estudo referente a proposicao das tarefas foram: 1* etapa: elaboracao e
adaptacdo (a priori) das tarefas; 2% etapa: testagem no GeoGebra; 3  etapa: retomada das tarefas
(modificagdes realizadas ap6s o primeiro teste no GeoGebra); 4* etapa: (re)testagem no
GeoGebra; 5% etapa: elaboracdo das orientagdes sobre o uso das tarefas.

Logo, apresentaremos duas propostas didaticas, as quais o professor podera incluir no
trabalho sobre funcdo exponencial — em termos da ordem em que serdo apresentados e dos
objetivos impressos em cada etapa — sendo, evidentemente, validas e bem-vindas
implementagdes que agreguem e estejam em sintonia com os fundamentos aqui apresentados.

5 Proposicao de tarefas

Esta proposi¢do de tarefas se baseia nos conceitos de ensino e aprendizagem
exploratdrios defendido por Ponte (2005), nos quais o professor ndo procura explicar tudo, mas
sim deixar uma parte importante do trabalho de descoberta e constru¢do do conhecimento para
que os estudantes realizem. Este modelo ¢ marcado pela énfase em tarefas de exploragdo e
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investigacao, apesar de os exercicios e problemas também possuirem sua relevancia.

Este método é um contraponto ao que o autor chama de ensino direto marcado pela
centralidade do professor. Neste caso, mesmo que, por vezes, solicitando participacao dos
estudantes ou propondo algumas tarefas de estrutura aberta, verifica-se uma participagdo ativa
esporadica da turma. Dessa maneira, fazer perguntas objetivas aos estudantes de forma que as
repostas sejam um determinado resultado de uma conta, alternativas como sim ou ndo, ou até
mesmo analises sobre procedimentos previamente encaminhados, ndo tiram essa centralidade
do professor.

Dito isso, uma possibilidade de se introduzir um contetido novo €, em vez de apresentar
defini¢des e propriedades de imediato, propor aos estudantes tarefas exploratorias. Esse cenario
permitird que eles realizem conjecturas, reflexdes e debates sobre o assunto de maneira que,
mesmo nao chegando a defini¢do formal de forma estrita, consigam se aproximar dela de
maneira ativa e ndo passiva.

Esta metodologia exige o uso do laboratdrio de informatica ou qualquer ambiente —
virtual, por exemplo — no qual todos os envolvidos tenham acesso a um computador ou celular
com o GeoGebra instalado. Além disso, seria interessante, se possivel, que aos estudantes ja
tenham tido algum contato com o programa em alguma aula anterior.

5.1 Proposta 1

Esta ¢ uma proposta que retine dois conjuntos de tarefas independentes, mas articuladas.
O primeiro conjunto com estrutura fechada (exercicios e problemas) e o segundo com estrutura
aberta (exploracdes e/ou investigagdes). Antes de iniciar a proposta, que assume o carater de
oficina, os estudantes precisam ser alocados a um contexto que norteara toda a experiéncia.
Serdo apresentados a uma situa¢do que envolve um comportamento exponencial associado ao
cenario da pandemia provocada pelo Covid-19.

Quadro 4: Tarefa com estrutura fechada

Tarefa: Vitoria-régia
Em abril de 2020, periodo inicial da pandemia do coronavirus, um pesquisador brasileiro propds um enigma
para popularizar a explicag@o sobre como ocorre a disseminagdo do virus e sua multiplicagdo em crescimento
exponencial. Mauricio Féo (engenheiro, mestre em Instrumentacdo pelo Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
e estudante de doutorado em Fisica de Particulas em Genebra, na Suiga) gravou um video fazendo analogia com
vitérias-régias, um lago, ¢ a quantidade dessa planta aquatica que é possivel tirar do lago, durante um periodo
de tempo. Para isso, considerou que, a cada dia, cada uma das plantas se reproduz gerando outra vitéria régia.

Fonte: Informacao retirada e adaptada de
https://g1.globo.com/bemestar/coronavirus/noticia/2020/04/10/enigma-da-vitoria-regia-vira-exemplo-em-

video-que-explica-0-que-e-o-crescimento-exponencial-da-pandemia.ghtml

Com base neste contexto, responda as questdes abaixo:

1. Considere que, tal como no contexto anunciado, cada vitoria régia se reproduz gerando uma outra ao longo
de um dia e que no primeiro dia em que se deseje estudar tal reproducao haja cinco vitérias régias no lago.
Qual o niimero de vitdrias régias nos primeiros dias?

2. No GeoGebra, insira as coordenadas dadas pelos pontos (dia, nimero de vitérias régias) e analise seu
comportamento. O que ha de caracteristico na forma como se comportam estes pontos?

3. E possivel pensar em uma expressdo algébrica (‘“féormula”) que nos permita encontrar a quantidade de
vitérias régias neste lago em um momento qualquer, sem muito trabalho? Insira a expressdao algébrica
encontrada no GeoGebra ¢ verifique se, de fato, ela descreve o comportamento dos pontos (dia, nimero de
vitérias-régias).

4. Em um determinado momento havia 10240 vitérias régias no lago. Vocé consegue dizer em qual dia,
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provavelmente, isso ocorreu?

Fonte: Elaboracao propria

Quadro 5: Tarefa de Estrutura Aberta

Tarefa: Vitoria-régia
Em abril de 2020, periodo inicial da pandemia do coronavirus, um pesquisador brasileiro propds um enigma
para popularizar a explicag@o sobre como ocorre a disseminagdo do virus e sua multiplicagdo em crescimento
exponencial. Mauricio Féo (engenheiro, mestre em Instrumentacdo pelo Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas
e estudante de doutorado em Fisica de Particulas em Genebra, na Suiga) gravou um video fazendo analogia com
vitérias-régias, um lago, ¢ a quantidade dessa planta aquatica que ¢ possivel tirar do lago, durante um periodo
de tempo. Para isso, considerou que, a cada dia, cada uma das plantas se reproduz gerando outra vitoria régia.

Fonte: Informacao retirada e adaptada de
https://g1.globo.com/bemestar/coronavirus/noticia/2020/04/10/enigma-da-vitoria-regia-vira-exemplo-em-

video-que-explica-0-que-e-o-crescimento-exponencial-da-pandemia.ghtml

Com base neste contexto, responda as questdes abaixo:

1. Considere a situagdo envolvendo a reprodugdo das vitorias régias do enunciado e que, portanto, a expressao
algébrica que determine esta reproducio em funcio dos seja dada por f(x) =5 - 2*71, sendo x os dias e
f(x) o nimero de vitérias-régias correspondente. O que acontece com a expressdo algébrica e com seu
grafico se variarmos o niimero de vitorias régias do primeiro dia ou o nimero de vitorias régias que uma
gera ao longo de cada dia?

Fonte: Elaboragdo propria

A primeira questdao de estrutura fechada possui um grau de desafio reduzido, portanto,
um exercicio. Importante lembrar que a diversificagdo dos tipos de tarefas ¢ um dos pontos
mais discutidos por Ponte (2005, 2011). Além disso, o fato de uma proposta ser exploratoria,
ndo exclui a necessidade de exercicios e problemas, que sdo importantes para o
desenvolvimento do raciocinio matematico nos estudantes que, por sua vez, se baseiam numa
relacdo estreita e rigorosa entre dados e resultados, como ¢ o caso desta primeira questao.

Do ponto de vista das representagdes semioticas, trata-se de uma conversao da
representacdo em lingua natural (na qual se encontra o enunciado) para a representacdo decimal
(na qual os estudantes deverao realizar seus céalculos, ou seja, fardo tratamentos).

Espera-se dos estudantes que utilizem técnicas intuitivas para encontrar respostas
corretas ao que foi solicitado. Os estudantes podem pensar, tal como indica o enunciado: no
primeiro dia ha cinco vitdrias régias, no segundo, como cada uma gerou uma outra, havera
dez... um outro raciocinio possivel que pode ser empregado pelos estudantes €:

2%dia: 5 + 5 (geradas das demais) =5 x 2 = 10
3°dia: 10+ 10=5%x2x2=20
4°dia: 20+ 20 =5 x 2 x 2 x 2 =40
5°dia: 40 +40 =5 x2 x2x2x2=80
7°dia: 160 + 160 =5 x 2 x2x2x2x2=320

Esta conversao (da representagdo em lingua natural para a decimal), apesar de poder ser
intuitiva para alguns estudantes, ¢ ndo congruente por ndo respeitar a univocidade semantica.
Isso se justifica, pois, as unidades significantes da representacao inicial cada uma se reproduz
gerando uma outra se transformou nas unidades significantes x 2 na representagdo final (na
representacdo de chegada). Caso a expressdo fosse se duplicasse poderiamos considerar a
congruéncia semantica.
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Importante salientar que ¢ possivel que os estudantes nao representem a solugdo tal
como estd acima, embora encontrando o mesmo resultado. Assim, disp6-lo desta forma, ajuda
a generalizagdo que serd cobrada em uma tarefa posterior. Além disso, apds ou durante a
realizacdo da conversdo, os estudantes podem cometer erros nos tratamentos algébricos
relacionados as operagdes de soma e multiplicagdo. Importante, entdo, o professor estar atento
a esta fase.

A segunda questdo de estrutura fechada, também na forma de exercicio, exige que os
estudantes insiram no GeoGebra os pontos dia, quantidade de vitorias-régias encontrados
anteriormente. Trata-se de uma conversao (da representacdo em pares ordenados para a
representacdo grafica) congruente, pois os estudantes fardo a correspondéncia entre pares
ordenados e pontos no plano cartesiano (constru¢do do grafico ponto a ponto). Espera-se que
cheguem a seguinte representacdo conforme Figura 2.

360
320 @
280
240
200
160
120

80 @

40 o

I..

32 1 1.2 34567 ¢
—40

Figura 2: Projec@o dos pontos que associam a quantidade de vitorias-régias em
fun¢do dos dias (Elaboragdo propria)

Ainda nesta questdo, os estudantes terdo quer refletir, conjecturar, comparar e recordar
algumas propriedades relativas a diferentes tipos de funcdes, como a afim e a quadratica.
Espera-se que, de imediato, eles notem o aspecto curvo do comportamento dos pontos e, com
base nisso, descartem a possiblidade de se tratar de uma fun¢do afim.

O GeoGebra possui o recurso chamado de controles deslizantes por meio do qual ¢
possivel inserir uma fun¢ao com coeficientes indefinidos. Assim, podem ser inseridas diferentes
fungdes e criados controles que permitem variar os valores de seus coeficientes e notar o efeito
disso simultaneamente no grafico.

Espera-se, aqui, que estudantes se convengam que o comportamento do crescimento das
vitdrias-régias ndo pode ser linear e nem quadratico — apesar dos pontos descrevem uma linha
curva —, uma excelente deixa para o que ¢ exigido em seguida.

Na terceira questdo de estrutura fechada ha um problema, pois ¢ bem evidente no que
exige dos estudantes, além de possuir um grau de desafio alto. Espera-se que cheguem ao
modelo f(x) =5 x 2*7! (ou c¢(d) =5 x 2971) ou pelo menos a sua ideia, de forma que,
mesmo nao encontrando a relacdo algébrica formal, possam aplica-la ao menos intuitivamente
para encontrar a quantidade de vitorias-régias em um periodo qualquer.

Ha, aqui, uma conversao ndo congruente, pois, apesar de algumas unidades significantes
da representa¢do em lingua natural transparecerem de forma tnica na representacao algébrica
— como a quantidade inicial de cinco vitérias-régias —, hd também a conversdo da expressao
em lingua natural cada uma se reproduz gerando uma outra para x 2 na forma algébrica e o x
— I no expoente da funcdo que, em lingua natural, seria representado por “dia anterior" o que
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também nao ¢ transparecido no enunciado.

A ndo congruéncia semantica desta e de outras conversdes exigidas nesta proposta,
apesar de, a principio, denotar um obstaculo, indicam uma relevancia epistemologica a tarefa,
pois atribui a experiéncia um carater desafiador que faz surgirem barreiras epistemologicas, que
podem ser derrubadas pela mobiliza¢ao simultanea de varios registros de um mesmo objeto,
permitindo que os estudantes reconhegam o mesmo objeto matematico em diferentes
representacdes semidticas (Duval, 2011, 2012b). Consequentemente, indicard os aspectos que
deverdo ser discutidos e analisados pelo professor como forma de vislumbrar essa relagao
existente entre registros de partida e chegada.

Tentar trabalhar o assunto apenas com tratamentos — dada a fungdo, encontre f(5) —
ou conversdes congruentes a um procedimento de encontrar pares ordenados e representa-los
no plano cartesiano — construa o grafico da fun¢do a seguir —, isso pode gerar uma falsa
nocao de aprendizagem aos estudantes, ou tornar toda a atividade, ligada ao assunto abordado,
banal — muito parecido com o ensino direto, pautado apenas em exercicios e problemas.

Nesta mesma questdo, os estudantes deverdo inserir as fungdes descobertas no
GeoGebra como forma de atestar e analisar se, de fato, tais modelos descrevem perfeitamente
o comportamento dos pontos ao longo do plano cartesiano. Espera-se que exercam sua
autonomia e senso de autoavaliagdo para investigar suas produgdes e usar o software para
refletir e avaliar possiveis equivocos, uma forma de usar os erros como ferramentas didaticas,
e nao como penalidades.

A questdo quatro, um problema, exige um tratamento algébrico sobre o modelo
encontrado na tarefa anterior. Apesar de ser um tratamento simples, dificuldades nesta etapa
podem surgir. Os estudantes poderdo apresentar o seguinte desenvolvimento:

10240 = 5-24-1

10240 _ i
5
= 2048 = 2¢-1
= 211 — Zd—l
>11=d-1
>d=12

Passando agora para a tarefa exploratoria, ela visa trabalhar com a questao fundamental
relativa @ compreensao na perspectiva das representagdes semidticas: reconhecer o0 mesmo
objeto matematico em duas ou mais representacoes distintas, ao discriminar as unidades
significantes de cada uma e compreender o que a mudancga ou variagdo de uma afeta na outra.

Apresentamos aqui uma possiblidade de resolucao na perspectiva de emular a forma
como um estudante pode pensar a resolucdo desta tarefa. Uma das principais caracteristicas de
tarefas de estrutura aberta ¢ justamente a oportunidade de varias formas de interpretacdo de
resolucao de uma mesma tarefa.

Como dito a priori, esta ¢ uma tarefa independente que poderia, inclusive, ser aplicada
sem as anteriores, considerando uma aula em que a modelagem ndo fosse o foco, mas sim, o
estudo do modelo pronto. E comum nos livros didaticos tarefas que apresentam as fungdes
prontas e, com base nelas, os estudantes devem realizar o que se pede — encontrar uma imagem,

Educagdo Matematica Debate, Montes Claros, v. 8, n. 14, p. 1-26, 2024

12



Educacgéo
Matematica
Debate

construir um grafico etc.

Considerando, entdo, a fungio f(x) = 5 - 2*~ com f sendo o nimero de vitdrias-régias
em fun¢do dos dias (x), espera-se que os estudantes compreendam a unidade significante 5
como referente a quantidade de vitdrias-régias no primeiro dia. Além disso, almeja-se que
notem que, caso este nimero mude para seis ou sete, por exemplo, bastaria substituir este valor
na expressao algébrica.

Analogamente, a unidade significante 2 na expressao algébrica, remete a duplicagdo
implicita em lingua natural do enunciado e que caso, em vez de cada uma gerar uma outra
(duplicagdo), cada uma gerasse outras duas, teriamos uma triplicagdo — e o 2 seria substituido
por 3 na expressdo algébrica. O mesmo raciocinio valeria para o caso de quadruplicagdo,
quintuplicacao etc.

Com relagdo a expressdo grafica desta fungdo, espera-se que os estudantes percebam
que a mudanga na forma de reproducao — triplicacao, quadruplicacdo, ... — ou no numero de
vitdrias-régias no primeiro dia ird modificar a inclinacdo e a monotonocidade do grafico, como
forme alguns exemplos no Quadro 6.

Quadro 6: Andlise grafica da variag@o das unidades significantes da fun¢do exponencial sem sua representacao
em lingua natural

5 vitorias régias no primeiro dia com cada uma | 10 vitdrias régias no primeiro dia com cada uma
gerando outras duas diariamente gerando outras quatro diariamente
60 | Vitorias-Régias 60 | VitoriastRéglas
55
50
45

40

A1 1 2 3 4 5 & 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5
Dias 1 Dias
4

8 vitorias-régias no primeiro dia com cada uma gerando outras 15 diariamente

&0 | Vitorias-Réglas

Dias
A 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Elaboracdo propria

r

Entender a relagdo entre estas trés representagdes ¢ uma forma de induzir que os
estudantes reconhecam o objeto matematico fungdo do tipo exponencial em varias
representacoes semiodticas distintas, de forma intuitiva e ndo mecanica, de modo que alterar a
nomenclatura das variaveis — se f(x), c(d) ou g(n) —, algum coeficiente ou a ordem em que
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aparecem, nao trara duvidas ou obscurecera sua percepgao quanto ao assunto. Isso pode ocorrer
pelo fato de ndo terem o estudado, ficando presos a exemplos especificos ou em uma aula que
privilegia a teoria e o determinismo extremos, em detrimento da pratica e da reflexao.

5.2 Proposta 2

Esta ¢ uma proposta que envolve dois conjuntos tarefas independentes, porém
articulados. O primeiro, uma tarefa investigativa/exploratoria, ¢ o segundo com tarefas de
estrutura fechada. Aqui os estudantes deverao fazer o estudo do processo de aquecimento de
um liquido até a temperatura ambiente, empregando a Lei de Resfriamento de Newton.

Quadro 7: Tarefa de Estrutura Aberta

Tarefa: Experiéncia com a Lei de Resfriamento de Newton

A lei de resfriamento de Newton determina que a perda de calor de um corpo ¢é proporcional a diferenga entre
a temperatura do corpo e a ambiente. Utilizando este principio, cada grupo fara o estudo de um copo de agua
previamente refrigerado posto em temperatura ambiente. Serdo necessarios 150 ml de dgua (a uma temperatura
de cerca de 2° C) em um copo de vidro, um termémetro culinario e acesso ao GeoGebra. O ambiente precisa
ter temperatura ambiente estavel, devendo ser, entdo, fechado.

1. Insira a fungdo f(x) = b - a®* + d e no GeoGebra, reflita e faga anotagdes no caderno sobre os seguintes
aspectos:

a) O que acontece com o grafico quando manipulamos apenas o coeficiente a?

b) O que acontece com o grafico quando manipulamos apenas o coeficiente d?

¢) O que acontece com o grafico quando manipulamos apenas o coeficiente b?

d) O que acontece com o grafico quando manipulamos apenas o coeficiente c?
2. O que mais voc€ observou ao realizar essa tarefa?

Fonte: Elaboragao propria

Quadro 8: Tarefa de Estrutura Fechada

Tarefa: Experiéncia com a Lei de Resfriamento de Newton

A lei de resfriamento de Newton determina que a perda de calor de um corpo € proporcional a diferenca entre
a temperatura do corpo ¢ a ambiente. Utilizando este principio, cada grupo fara o estudo de um copo de agua
previamente refrigerado posto em temperatura ambiente. Serdo necessarios 150 ml de 4gua (a uma temperatura
de cerca de 2° C) em um copo de vidro, um termémetro culinario ¢ acesso ao GeoGebra. O ambiente precisa
ter temperatura ambiente estavel, devendo ser, entdo, fechado.

1. Com o termOmetro, me¢a e anote a temperatura ambiente. Em seguida, mega e anote a temperatura do
liquido em intervalos fixos (de 5 em 5 min, 2 em 2 min, por exemplo) por um periodo de 30 a 50 min®.

2. Insira os pontos (momento, temperatura) e a fungdo f(x) = b - a®* + d no GeoGebra e, utilizando os
ajustes dos coeficientes no GeoGebra, encontre uma fun¢do que melhor modele o comportamento dos dados
coletados.

3. Utilizando o modelo algébrico proposto por Newton, encontre a fungcdo que modela o comportamento dos
dados coletados.

Fonte: Elaboracao propria

Os estudantes deverao ser agrupados em trios e o professor, apos os estudantes ja terem
tido contato com a definicdo e os preceitos basicos das fungdes exponenciais — a partir da
proposta 1, por exemplo —, devera levantar uma discussdo sobre a lei de resfriamento de
Newton, sem exibir o modelo propriamente dito, e devera apresentar aos estudantes a funcao

3 Tanto os intervalos quanto a duracio total da experiéncia (considerando um tempo minimo de 30 min) ficam a
critérios do professor e da sua disponibilidade de tempo. Importante, contudo, que todos realizem as medi¢des por
um mesmo periodo.
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do tipo exponencial dada por f(x) = b - a** + d.

Como dito, as fungdes com comportamento exponencial sdo modelos de uma série de
fendmenos naturais, como os de crescimento e reproducao de plantas ou bactérias, conforme
explorado na proposta anterior. Uma destas aplicagdes ¢ a lei do resfriamento de Newton, que
considera a taxa de variacao de temperatura de um corpo, em resfriamento em funcao do tempo
T(t), é proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo (T') e a temperatura constante do

meio ambiente (T;,,) (Zill e Cullen, 2001). Desta forma, temos a relagao Z—: = k(T — T,).

Tomando por hipotese que a temperatura do objeto dependa do tempo e seja a mesma
em todos os pontos do liquido observado, que a temperatura ambiente seja constante durante o
experimento e que a taxa de variagdo da temperatura obedega a lei de resfriamento de Newton
(conforme acima), por meio de uma Equacdo Diferencial Ordindrias (EDO), chegamos ao
seguinte modelo T(t) = C - e¥t + T,,, no qual C é a diferenga entre a temperatura ambiente
(T,) e a temperatura inicial do corpo e k uma constante de proporcionalidade, que depende da
superficie exposta, do calor especifico do corpo e das caracteristicas do meio (Sias e Teixeira,
2006). Entre as muitas aplica¢des deste modelo estdo a possiblidade de estimar a hora da morte
de uma pessoa e prever o momento em que o leite atingird a temperatura ideal (antes que ferva)
no preparo de iogurte caseiro.

Esta proposta assume o carater de ensino e aprendizagem exploratorios propostos por
Ponte (2005), no qual os dados ndo serdo entregues prontos e sim coletados e cada grupo tera a
oportunidade de criar um modelo proprio além de poder verificar, com suporte do professor, se
de fato sua funcdo descreve o comportamento analisado. Trata-se, também, de uma proposta
em contexto de realidade.

Do ponto de vista das representagdes semioticas (Duval, 2011, 2012b), os estudantes
terdo a oportunidade de trabalhar simultaneamente com quatro representacdes semidticas: a
tabular, a grafica, a algébrica e a lingua natural (no momento de interpretar seus resultados).

Faremos a descricdo do método nos embasando em resultados de nossas proprias
medi¢des com 0s mesmos materiais € condigdes supracitadas. Como dito a principio, esta ¢
uma tarefa independente que poderia ser aplicada de forma isolada, sem contexto de aplicagao,
ou associada a outras aplicacdes em outras areas — Biologia, por exemplo. Nesta tarefa
investigativa os estudantes se deparardo com uma situacao aberta, sobre a qual terdo quer fazer
analises e conjecturas a partir das quais deverao encontrar regularidades e deduzir propriedades
importantes sobre a funcdo exponencial. A estrutura aberta se justifica pelo carater
indeterminado das respostas ¢ da forma como os estudantes podem as apresentar. E esperado
que na analise dos coeficientes os estudantes fagam anotacdes e tentem explicar, cada qual de
sua forma, o comportamento que veem e as possiveis justificativas.

Ao manusear o controle do coeficiente a, mantendo os demais iguais a 1, por exemplo,
os estudantes poderdo perceber cinco comportamentos distintivos, tal como no Quadro 9. Esta
¢ uma oportunidade de descobrir e discutir algumas propriedades aplicadas a base desta funcao,
como sua condi¢do de existéncia correlacionada a impossibilidade da base negativa e o estudo
de sua monotonocidade.

Com o formato exponencial tomado pela funcao, por meio da manipulagao de a, surge
uma boa oportunidade de se discutir o coeficiente d. Deverdo perceber que, na representacao
geométrica, a variagdo deste coeficiente provoca uma translagdo vertical e representa uma
assintota horizontal. Do ponto de vista da representacdo em lingua natural — com relacdo a
temperatura, por exemplo — espera-se que os estudantes assimilem que o d precisa ser o
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direcionamento da temperatura do liquido com o passar do tempo, de forma que fique proximo
e estabilizado, ou seja, a temperatura ambiente, tal como na Figura 3, sendo a reta verde
pontilhada a assintota horizontal.

Quadro 9: Correspondéncia entre as representacdes grafica e algébrica a partir da manipulagdo do coeficiente a
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Fonte: Elaboracao propria
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Figura 3: Grafico de f(x) paraa > 1,c > 0,b > 0 e d = 31,9 (Elaboragdo propria)

Os coeficientes b e ¢ provocam no grafico o mesmo comportamento: alteram sua
inclinagdo e seu status de crescimento, assim como o coeficiente a. Na perspectiva de uma
aplicagdo, modificam a velocidade e a forma com a qual o fenomeno estudado muda até (ou a
partir) de sua estabilidade (assintota). Mantendo os demais coeficientes fixos —a = 1,05, ¢ =
1ed = 31,9 — verificamos a influéncia de b sobre o grafico, tal como na Figura 4.

*1.05 +31.9
1-1.05% +31.9

15 _‘...
Figura 4: Diferentes comportamentos provocados pela manipulagdo de b (Elaboragdo propria)
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Os estudantes poderdo perceber, ainda, analisando p(x) e f (x), que a fungio sofre uma
reflexdo em torno da assintota para valores negativos de b. Além disso, ¢ importante
entenderem que para b = 0 temos f(x) = d, portanto, uma reta. De forma geral, almeja-se que
percebam trés comportamentos distintivos para b quando é negativo, nulo e positivo.

Podemos reescrever a fungdo f(x) = b - a* +d como f(x) = b - (a®)* + d, usando
algumas propriedades de potenciacdo. Desta forma, temos que ¢ modifica potencialmente a
base a e, por isso, incide sobre a inclinagdo da curva e sua condicdo de crescimento e
decrescimento de forma mais “rapida”. Mantendo os demais coeficientes fixos — a = 1,05,
b=1ed = 31,9 —, verificamos a influéncia de c sobre o grafico na Figura 5.

plar) 1-1.057F +31.9

flzNe1-1.05% 319 %
i 50

40

h{z) =|1-1.052%+31.9
20

glz) = 1:1.05% +31.9

—80 70 -60| -50 —40 -30 -20 -100
-10

10/ 20 30 40 S50 60/ 70 80

Figura 5: Diferentes comportamentos provocados pela manipulagdo de ¢ (Elaborado pelos autores)

Os estudantes poderdo perceber, também, que valores negativos de ¢, enquanto os
demais coeficientes constantes, provocam uma reflexdo da funcdo em torno do eixo das
ordenadas (IF-USP, 2000), tal como evidenciado pela comparagdo entre as fungdes p(x) e f(x)
na imagem anterior. Em suma, espera-se que anotem trés comportamentos distintivos pra c,
quando ¢ negativo, nulo e positivo.

E colocada, ainda, uma questio que indaga o estudante sobre o que mais ele observou
ao realizar esta tarefa. E uma oportunidade de instiga-lo a fazer o estudo de regularidades e
trabalhar seu senso critico sobre o que acabara de fazer. Todos ficardo livres para expor seus
pontos de vista sobre a forma com a tarefa foi realizada e o professor podera utilizar tais
pareceres para verificar se os objetivos desta primeira etapa da proposta foram atendidos.

A seguir sera discorrida a tarefa de estrutura fechada. Empregamos o termometro
culinario Clink (Figura 6) que tem um funcionamento e comandos simples, além do baixo custo.
Em nosso experimento a temperatura ambiente foi de 31,9 °C.

Figura 6: Inicio do experimento (Elaboragao propria)

Uma possiblidade de organiza¢do dos dados €, apds a coleta, sua insercdo em uma
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tabela. Realizando uma simulagao e registrando os dados numéricos em intervalos de tempo de
dois minutos, tal como os estudantes poderdo fazer, chegamos a seguinte Tabela 1:

Tabela 1: Registro do processo de aquecimento da agua em fungéo do tempo

Momento (Min) Temperatura (°C) Momento (Min) Temperatura (°C)

0 2,1 26 12,3
2 3,3 28 12,9
4 3,7 30 13,5
6 3,9 32 14,1
8 43 34 14,6
10 54 36 15,2
12 6,4 38 15,7
14 8,1 40 16,1
16 8,6 42 16,6
18 9,3 44 17,1
20 10,5 46 17,5
22 11 48 17,9

24 11,6 50 18,3
Fonte: Elaboragdo propria

Aqui, percebemos o tratamento na representacdo tabular, cuja relevincia estd na
organizac¢do e sistematiza¢ao dos dados, para que seja possivel seguir para as proximas etapas.

Empregamos o termometro culinario Clink (Figura 6) que tem um funcionamento e
comandos simples, além do baixo custo. Em nosso experimento a temperatura ambiente foi de
31,9 °C.

Ao inserir os pontos (momento, temperatura) no GeoGebra, os estudantes realizardo
uma conversao congruente da representacdo tabular para a grafica por meio da técnica de
construcdo de graficos ponto a ponto.

No GeoGebra, ao inserir a fun¢do f(x) =b-a* + d, serdo gerados controles
deslizantes para os coeficientes b, a, c e d. Todos serdo, inicialmente, por padrdo, iguais a 1.
Tais coeficientes sdo unidades significantes da representacdo algébrica, cuja manipulagdo
permite variagdes comparativas, relativas a significacdo das representacdes semioéticas. Isso
permite a analise do comportamento do grafico, ao se manipular cada coeficiente, mantendo os
demais constantes (Duval, 2012b). Desta forma, os estudantes poderdao estabelecer a relagdao
existente entre grafico e expressao algébrica, sem se prenderem a processos mecanicos, além
de permitir que analisem as diferentes configuragdes visuais que a fungao exponencial pode
assumir.

Encontrar o modelo usando os ajustes dos controles deslizantes pode ser considerando
um problema, porém o grau de desafio podera ser menor apds os estudantes fazerem o estudo
dos coeficientes na tarefa de estrutura aberta do inicio da proposta. Neste momento, os
estudantes terdo liberdade para manusear os controles deslizantes dos coeficientes da fungao
com base nas propriedades verificadas e discutidas até entdo. Seria interessante se, nesta etapa,
todos voltassem para os coeficientes iguais a 1. Caso algum grupo opte, neste caso, por comegar
estabelecendo 0 < a < 1, podem seguir a ordem de raciocinio sistematizado no Quadro 10 para
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se chegar a configuragao visual desejada.

Quadro 10: Uma forma de se modelar fungdo para corresponder aos dados coletados usando as propriedades dos

coeficientes
Estabelecendo 0 < a < 1, temos: Uma fungao Em seguida, colocando b < 0, temos: Uma
decrescente até a assintota reflexdo em torno da assintota e, portanto, uma

funcdo crescente até a assintota
40

35
01—fle)=1-0619+1

30
25

20

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

-10 -5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 !

flz) = —0.08-0.6"+1

Fonte: Elaboracdo propria

Neste caso, ja temos o comportamento necessario: a temperatura cresce até se
estabilizar. O que ¢ preciso ser feito agora ¢ uma adequacdo dos valores dos coeficientes, se
mantendo no Caso 4 do Quadro 1 (apresentado na introdugdo deste artigo), ou seja, 0 <a <1,
b <0 e c > 0. Deverdo levar em conta, também, a adequacdo do coeficiente d como a
temperatura ambiente ou o momento de estabilizacdo. Desta forma, podemos chegar ao seguinte
grafico da Figura 7.

/ 10 20 30 40 50| B0 70 80 90100 110 120 130 140 150 160 170|180 190 200 210 220 230 2
-5

fla)| = |-L29142} 0.57°%F 131 5

Figura 7: Uma proposta de modelo aproximado para o aquecimento do liquido analisado (Elaboracdo propria)

Ajustamos os coeficientes almejando simular o que um estudante poderia fazer dado
que, até entdo, ndo conheceria a lei de resfriamento de Newton e os significados exatos de
alguns coeficientes — como a base igual a e. Além disso, em nosso experimento, monitoramos
o liquido para além de 60 minutos e anotamos, apos a func¢do criada, o estado da temperatura
no minuto 107 — para verificarmos a eficiéncia do nosso modelo. Assim, foi registrado 26,8
°C que corresponde ao ponto A do grafico anterior e reforca o grau de correlacao entre a fungao
e o comportamento natural térmico da dgua.

E interessante, assim, que os estudantes fagam este exercicio de verificagdo da validade
de seus modelos tanto com relag¢do aos dados ja inseridos no grafico, bem como, com o estado
posterior do liquido em questao, dado que a projecao e previsdo de dados constituem um dos
principais objetivos da modelagem (Bassanezi, 2018).
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As representacdes algébrica e grafica sao muito associadas ao estudo das fungdes, €
evocam a andlise de congruéncia semantica entre estes dois registros, fenomeno este muito
discutido por Duval (2011, 2012b). Como muito debatido, a passagem da representacdo
algébrica para a grafica da funcdo do tipo exponencial pode ser feita pelo que o pesquisador
chama de abordagem ponto a ponto, configurando sua congruéncia semantica.

Na analise inversa, contudo, percebemos, por exemplo, que a monotonicidade da curva
exponencial estd diretamente relacionada ao comportamento de trés unidades significantes da
expressao algébrica (a, b e ¢). Isso indica que ndo ¢ preservada na analise Grafico — Lei
algébrica o critério da univocidade semantica, configurando, dessa forma, a ndo congruéncia
semantica desta passagem. De uma forma geral, a conversao da representacdo grafica para a
algébrica exige uma interpretacao global (Duval, 2011).

Tal interpretagdo depende do reconhecimento de todos os valores das varidveis visuais
do grafico e de seus correspondentes na expressdo simbolica. Nesta proposta, a andlise
simultanea da correlacdo entre coeficiente e a curva por meio do GeoGebra permite que o
estudante faga o estudo dessa relacdo, explorando-a, por conta propria.

Em seguida, vem o trabalho formal com a Lei de Resfriamento propriamente dita, no
qual os estudantes conhecerdo a expressdo algébrica e seus reais coeficientes dados por T(t) =
(To — T,)e*t + T, em que T é a temperatura inicial do corpo (nosso caso, 2,1°C) e T, a
temperatura ambiente (31,9°C) com k < 0. Esta questdo assume o status de problema por sua
natureza fechada e grau mais elevado de desafio, que tem como principal virtude oferecer aos
estudantes uma efetiva experiéncia matematica.

Além da relevancia e necessidade dos momentos de exposicdo em praticas
exploratdrias, Ponte (2005) também salienta a importancia da reflexdo e debate sobre o objeto
matematico, com o qual se esta trabalhando. Isso € necessario para que nao haja o risco de
informagdes importantes ndo serem evidenciadas ou que os estudantes fiquem confusos sobre
o que estdao aprendendo e com qual finalidade.

Ao serem apresentados ao modelo de Newton acima, um dilema pode surgir: esta fung@o
(pensando no modelo f(x) = b - a®* + d) esta definida para a = e, ou seja, a > 1, além de
¢ < 0, enquanto que em nosso modelo encontrado na Figura 7, temos 0 < a < 1 e c > 0. Tal
como nds, algum grupo pode chegar neste mesmo resultado, apesar de também ser possivel
que, experimentalmente, cheguem, aproximadamente, ao modelo de Newton. A resposta para
isto estd no Quadro 1, exibido na introducdo deste artigo, no qual apresentamos as
configuragdes graficas visualmente distintas da funcdo do tipo exponencial. No Caso 04,
afirmamos que este comportamento (crescimento até uma assintota) ocorre em dois casos. Um
deles foi o encontrado em nossa manipulagao (0 <a <1, b <0 e c > 0) e o outro € o que
corresponde a lei de Newton (b < 0,a > 1ec <0).

Além de esta equivaléncia poder ser verificada graficamente por meio dos controles
deslizantes, ¢ possivel constatd-la por um tratamento algébrico sobre a funcdo f encontrada
(Figura 7). Desse modo, apliquemos a mudanga de base sobre f, desconsiderando a constante
d = 31,5, por ela ser a mesma em ambos os casos (pois, de todo modo, a temperatura ambiente
nio pode sofrer mudancas). Desta forma, temos h(x) =y = —29,42 - 0,57%93*_ Aplicando In
em ambos 0os membros da equagdo, obtemos:

Iny = In(—29,42 - 0,57%03%)
= Iny =1n-29,42 +In 0,57903*
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=Iny =In-29,42+0,03-x-1n0,57

>y= eln —-29,4240,03-xIn 0,57

>y = eln—29,4-2 X e0,03-x'1n0,57

Usando a propriedade que afirma que e™® = a e que In 0,57 = —0,5621, encontramos
y = —29472 . e—0,01686-x

Logo, g(x) = —29,42 - ¢~%01686x 4 31 5 ¢ yma funcdo algebricamente equivalente a
f(x), como ilustrada na Figura 8.

n {(A1,B1), (A2, B2), (A3, B3), (Ad
+ {(0. 2.1). (2. 3.3). (4. 3.7). (6. 3
y 2 Ass intota(f)

y = 31.5)

a=057

(@]

- -100 - 100 (5
b=.2042 1 f(z) 2942 1057 4+ 815

O
~ 00 - 100 (5

c=003

Figura 8: Comparagao grafica das fungdes f (x) e g(x) (Elaboragao propria)

Para finalizar, os estudantes podem encontrar tal modelo usando estritamente a funcao
algébrica de resfriamento. Aqui, inclusive, eles poderao constatar que o coeficiente b representa
a diferenga entre a temperatura ambiente e a temperatura inicial do corpo resfriado, uma outra
correspondéncia entre as representacoes algébrica e em lingua natural (enunciado) deste objeto.
Substituindo os demais coeficientes e usando o ponto (30, 13.5) para encontrar a constante k
da lei, temos:

(2,1 —31,9) - 3%k + 31,9 = 13,5
—-29,8-¢30%k =135—-31,9

L @30 — —18,4
—29,8
18,4
= lne30k = ln29'8
18,4
zSO-k-lnezlnm
18,4
:30-k=1n29’8
In 18,4
k= 29,8
30

=k = —-0,01607
Logo, a funcdo de resfriamento, usando a lei formal, serd dada por

p(x) = —29,8 . ¢~0.01607:x 4 31 9
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graficamente representada, tal como a Figura 9.
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Figura 9: Comparag@o grafica entre as trés fun¢des encontradas para o comportamento térmico analisado
(Elaboragao propria)

Estes ultimos tratamentos algébricos exigem, de fato, a aplicacio de algumas
propriedades de poténcias e logaritmos. Por isso, sua aplicagdo depende de uma série de fatores
relacionados a turma e seus conhecimentos prévios. Esta proposta ¢ recomendada, no entanto,
para um encerramento do assunto, apds, por exemplo, a aplicacdo da Proposta 1 aqui
apresentada, quando os estudantes ja tenham tido algum contato precedente bdsico com as
funcdes, com comportamento exponencial. Também pode ser aplicada antes ou durante o
estudo da funcdo logaritmica, dado que, geralmente, ¢ posterior a fungdo exponencial e mantém
com esta uma relacdo estreita por se constituir como sua inversa.

6 Consideracoes finais

O objetivo foi propor tarefas matematicas envolvendo as fungdes do tipo exponencial
com o emprego do software GeoGebra. Para isso, nos ancoramos nos estudos sobre o conceito
e classificagdo de tarefas de Ponte (2005) e na Teoria dos Registros de Representagcdo Semidtica
de Duval (2017).

A partir da proposicao das tarefas, acreditamos que um dos principais aspectos que o
professor deve levar em conta no momento de planejar e executar qualquer intervengdo em sala
de aula — desde a aula mais comum até aquela envolvendo experimentos — ¢ a natureza ¢ a
diversificacdo das tarefas que ird aplicar. Para isso, ¢ necessario considerar o tema proposto, 0s
objetivos de aprendizagem, a competéncia e as habilidades que deseja explorar, além de
considerar as caracteristicas cognitivas e sociais dos estudantes com quem trabalhara.

Nos concentramos nos tipos de tarefas definidos por Ponte (2005, 2012a), que considera
a existéncia de virtudes especificas relacionadas ao emprego de cada tarefa, como aquelas de
natureza mais acessivel (exploragdes e exercicios). Tal fato permite aos estudantes um certo
grau de sucesso, favorecendo sua autoconfianca. Além disso, ha propostas que se beneficiam
de tarefas mais desafiantes (problemas e investigagdes), possibilitando uma efetiva experiéncia
matematica aos estudantes.

As fungdes exponenciais sao modelos aplicados para analise e descrigdo de uma série
de fendmenos fisicos, quimicos e econdmicos e isto ¢ um dos principais fatores que embasam
a relevancia epistemoldgica do contetido que ¢ enfatizada na BNCC (Brasil, 2017) e,
consequentemente, nos livros didaticos. Assim, neste trabalho, nos concentramos em duas
propostas de tarefas, pensando em como introduzir o contetido (Proposta 1) e como consolida-
lo (Proposta 2). Esperamos, assim, que a partir da proposicao apresentada, ao desenvolvé-la em
situagoes reais de sala de aula, o professor tenha uma orientagdo de como explorar todas as
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potencialidades do conteudo levando em conta a natureza das tarefas supracitadas, seus
registros de representagdo semiodtica e a ferramenta GeoGebra.

O GeoGebra permite o trabalho simultdneo com as representacdes tabular, algébrica e
grafica destas funcgdes, além de viabilizar a relagdo delas com o contexto no qual se discute o
conteudo. Ou seja, sua representagao em lingua natural. Duval (2012b), inclusive, ratifica que
esta representagdo ndo deve ser negligenciada no ensino de Matematica na Educacdo Basica,
por ser tao essencial quanto os demais tipos, particularmente aqueles em que os tratamentos e
calculos sdo possiveis.

Poder entender a correlagdo existente, principalmente, entre expressao algébrica, grafico
e contexto (de forma simultinea), ¢ um dos aspectos que justificam a importancia do GeoGebra
no momento de permitir aos estudantes reconhecer, aqui, a fungao exponencial e as fungdes do
tipo exponencial em mais de um registro. Nessa dire¢ao, podera perceber a relagdo existente,
por exemplo, entre um coeficiente algébrico, a inclinagdo geométrica e a velocidade com a qual
a temperatura de um determinado liquido aquece ou esfria, até sua temperatura ambiente que,
por sua vez, se constitui como uma unidade significante distintiva que na expressao algébrica
aparece como uma constante que se soma a uma fun¢io do tipo exponencial f(x) = b - a“* e
que no plano cartesiano ¢ uma assintota horizontal.

O professor pode, entdo, mediar a exploracdo de uma série de conceitos, a0 mesmo
tempo, fazendo conexdes entre registros de representacdo semidtica com os estudantes,
podendo estudar e analisar o que a variagdo de uma unidade significante em um altera e influi
no outro (Duval, 2012a, 2012b, 2017). O carater experimental que o GeoGebra atribui a aula €,
desta forma, um elemento didatico importante, que permite a classe o desenvolvimento de sua
autonomia e que vivenciem e simulem experiéncias matematicas exploratorias centradas em
conjecturas, testes e descobertas. Tal agdo sera um contraponto ao ensino direto discutido por
Ponte (2005), no qual as informagdes lhe sdo dadas prontas e tem como caracteristica marcante
a passividade do estudante.

Desta forma, o ensino exploratorio ¢ beneficiado pela articulagdo de registros das
fungdes exponenciais com suporte do GeoGebra, por meio do qual é possivel instigar discussoes
interessantes entre professor e estudantes, sem que estes fiquem presos a respostas direcionadas
ou a perguntas objetivas do professor. Propostas como a 2 permitem este tipo de situagdo, por
colocar os estudantes como sujeitos ativos no processo de matematizar um comportamento
natural e que lhes permite descobrir, por conta propria, certas propriedades e, principalmente,
se depararem com obstaculos que podem ser excelentes motivadores didaticos.

Ratificamos a importancia da postura do professor neste tipo de intervengao que nao
deve ser esporadica e nem ficar restrita a determinados métodos. O fato de ndo ser a Unica figura
central que veicula a aula e que propdem os questionamentos, nao limita a acdo do professor,
mas sim, expande suas possiblidades de interagdo com a classe e abordagem do assunto. Fica
claro, aqui, que tal metodologia exploratéria ndo exclui a aplicagdo de tarefas de estrutura
fechada, muito menos a necessidade da aula expositiva.

Em varios momentos de ambas as propostas, surgem brechas que necessitam tanto de
uma boa explicacdo tedrica do assunto — assintota, mudangas de base, aspectos historicos,
propriedades e demonstragdes basicas sobre poténcias e logaritmos — como também de tarefas
que, antes ou depois de cada proposta, objetivem compreender e praticar alguns conceitos
(exercicios e problemas). Tudo ¢ uma questao de diversificar e saber aplicar no momento certo
cada tipo de tarefa, de quanto usar e se explorar criticamente o livro didatico, além de identificar
tipos de propostas que beneficiam o estudo de um dado conteudo.
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Lembrando, ainda, que, mesmo em se tratando de uma tarefa de estrutura aberta, ¢
essencial que o professor mantenha certo grau de conducdo da aula, dado que ¢é facil os
estudantes se perderem em devaneios € nao conseguirem chegar as competéncias desejadas, em
decorréncia do aspecto muito /ivre da aula.

Esta pesquisa pode inspirar outros pesquisadores e professores a realizar estudos de
outros objetos matematicos, com a mesma abordagem ou outros métodos exploratorios
envolvendo as fungdes com comportamento exponencial, por modelarem uma série de outros
fendmenos que podem ser replicados ou analisados em sala de aula.
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